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S‐1

Başarılar, Süre 90 dak. 

Prof. Dr. Ayhan ÖZDEMİR,  Yrd. Doç. Dr. Burhan Baraklı 

Şekilde ayrık-zaman ikinci dereceden bir sisteme ait fark 
denklemi için akış diyagramı verilmiştir.  
a) x(k) Fark denklemini yazınız. (5) 

b) x(k) Fark denklemini çözünüz. (5) 

c) Giriş r(t) = et u(t )  , örnekleme zamanı 1T sn  

olmak üzere  10k  örnek içi x(10)  değerini hesap 

ediniz.(15), 13+2 

Yanda verilen R-C devresinde lineer olmayan R direncinin 
i(t) akıma göre değişimi verilmiştir. Sistemin, 
a) R-C devresine ait t-domeni lineer olmayan dinamik 

denklemi yazınız. (10) 
b) 

0c VV (t )  ve 
0 EE(t )  çalışma noktası 

doğrusallaştırınız.  Sistemin durum denklemlerini vektör 

matris formu ;  


  


A*
x(t )

x(t ) B * u(t )
t

  için 

yazınız. (15) 

S‐3 


T T

‐1

( 1)x k  ( 2)x k 

2



( )r k ( )x k
( )x k

 

Rሺݏሻ ൌ 0 ve  ܦሺݏሻ ് 0 için, 

a) Bozucu giriş ܦሺݏሻ için eşdeğer kontrol blok diyagramını 
çiziniz.(5) 

b) Bozucu giriş ܦሺݖሻ	için çıkış cevabı ܥሺݖሻ	 elde 
ediniz.(10) 

c) 
ሺሻ

ሺሻ
 elde ediniz. ܩଵሺݏሻ ൌ

ଵ

௦ାଵ
ሻݏଶሺܩ ,  ൌ

ଵ

௦ାଶ
ሻݏଷሺܩ ,  ൌ 10 

ve ܦሺݐሻ ൌ ሻ için ܿሺ∞ሻݐሺݑ  0.8 olabilmesi için K’yı 
hesaplayınız.T=1 sn.(10) S‐4 

 

 ߠ

Şekilde verilen kontrol sisteminde motor miline L 
uzunluğunda esnek olmayan bir bağlantı ile sabitlenmiş 
kütle, ߠ  açısı ile sağa-sola döndürülmektedir. Sarkaç 
sisteminin motorda oluşturduğu yük momenti 
doğrusallaştırılmıştır ܶ ൌ  ve konumu ölçme ߠܮ݃݉

düzeneği ݏܭ ൌ 1
௩௧

ௗ
 olarak verilmiştir. (B=0, Jm motor 

ateleti ve mgL=1) 

a) Sistemi tanımlayan denklemleri t ve s domeninde 
yazınız. Blok diyagramını çiziniz.(10+5) 

b) D(z) ayrık zaman sayısal kontrolcü olmak üzere sisteme 
ait kapalı çevrim kontrol blok diyagramını çiziniz.(10) 
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1) a) 


T T

‐1

( 1)x k  ( 2)x k 

2



( )r k ( )x k
( )x k

 
 

 ,ሺ݇ሻ fark denklemiݔ ሺ݇ሻ fark denklemine ait  verilmiş olan diyagramdanݔ   

 

ሺ݇ሻݔ ൌ ሺ݇ሻݎ െ ሺ݇ݔ െ 1ሻ  ሺ݇ݔ2 െ 2ሻ     olarak yazılır. 
 

b) Fark denkleminin çözümü  için önce ݔሺ݇ሻ nın z‐dönüşümü bulunacak sonra  ters‐z dönüşümü  alınarak 

 ,ሺ݇ሻ nın çözümü elde edilecektir. Elde edilmiş olan fark denklemi kullanılarakݔ

 

ܺሺݖሻ ൌ ܴሺݖሻ െ ሻݖଵܺሺିݖ   ሻ      yazılırݖଶܺሺିݖ2
 

ܺሺݖሻሺ1  ଵିݖ െ ଶሻିݖ2 ൌ ܴሺݖሻ           ve düzenlenir ise, 
 

ܺሺݖሻ ൌ
ோሺ௭ሻ

ሺଵା௭షభିଶ௭షమሻ
ൌ

௭మோሺ௭ሻ

௭మା௭ିଶ
ൌ

௭మோሺ௭ሻ

ሺ௭ିଵሻሺ௭ାଶሻ
       elde edilir. 

 

c)   ݎሺݐሻ ൌ ݁ି௧ݑሺݐሻ     giriş için      ܴሺݖሻ ൌ ܼሼݎሺݐሻሽ ൌ ܼሼ݁ି௧ሽ ൌ
௭

௭ିష
 

 

ܺሺݖሻ ൌ
௭మ

ሺ௭ିଵሻሺ௭ାଶሻ

௭

௭ିష
ൌ

௭య

ሺ௭ିଵሻሺ௭ାଶሻሺ௭ିషሻ
       olur. 

 

T=1sn için 

ܺሺݖሻ ൌ
௭మ

ሺ௭ିଵሻሺ௭ାଶሻ

௭

௭ିష
ൌ

௭య

ሺ௭ିଵሻሺ௭ାଶሻሺ௭ି.ଷଽሻ
               elde edilir. 

 

  ܺሺݖሻ  ifadesinin ters z‐ dönüşümü alınır.     

 

ሺ݇ሻݔ ൌ ሺݖ െ 1ሻ
ଷݖ

ሺݖ െ 1ሻሺݖ  2ሻሺݖ െ 0.3679ሻ
ିଵቤݖ

௭ୀଵ

 ሺݖ  2ሻ
ଷݖ

ሺݖ െ 1ሻሺݖ  2ሻሺݖ െ 0.3679ሻ
ିଵቤݖ

௭ୀଶ

	ሺݖ െ 0.3679ሻ
ଷݖ

ሺݖ െ 1ሻሺݖ  2ሻሺݖ െ 0.3679ሻ
ିଵቤݖ

௭ୀ.ଷଽ

			 

	 

ሺ݇ሻݔ ൌ
1ଶ

ሺ1  2ሻሺ1 െ 0.3679ሻ
1 

െ2ଶ

ሺെ2 െ 1ሻሺെ2 െ 0.3679ሻ
ሺെ2ሻ 

0.3679ଶ

ሺ0.3679 െ 1ሻሺ0.3679  2ሻ
0.3679		 

 

ሺ݇ሻݔ ൌ
1

3 ∗ 0.6321
1 

4
െ3 ∗ െ2.3679

ሺെ2ሻ 
ሺ0.3679ሻଶ

െ0.6321 ∗ 2.3679
ሺ0.3679ሻ 

ሺ݇ሻݔ ൌ 0.5273  0.5631ሺെ2ሻ െ 0.0904 ∗ ሺ0.3679ሻ     fark denklem çözümü elde edilir. (13) 

 

݇ ൌ 10	 için     ݔሺ10ሻ ൌ 0.5273  576.6144 െ 4.106 ∗ 10ି  ve     ݔሺ10ሻ ൌ 577.1417     olur.(2) 
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2) a)  

( ( ))R i t

C
( )cV t

( )E t

( )i t

1 2

0.5

1

( )i t

( ( ))R i t

 

ሻݐሺܧ ൌ ܴ൫݅ሺݐሻ൯݅ሺݐሻ  ܸሺݐሻ 

݇ ൌ 0.5 için ܴ൫݅ሺݐሻ൯ ൌ ݇݅ሺݐሻ 

ܸሺݐሻ ൌ
ଵ


 ݅ሺݐሻ݀ݐ 			→  ݅ሺݐሻ ൌ ܿ ௗሺ௧ሻ

ௗ௧
     dir. 

 .ሻ  akım ifadesi yerine koyulurݐሻ  denkleminde    ݅ሺݐሺܧ

ሻݐሺܧ ൌ ݇	݅ሺݐሻ	݅ሺݐሻ  ܸሺݐሻ ൌ ݇	݅ሺݐሻଶ  ܸሺݐሻ 

ሻݐሺܧ ൌ ଶܥ	݇ ൬
݀ ܸሺݐሻ
ݐ݀

൰
ଶ

 ܸሺݐሻ 

ௗሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ඥாሺ௧ሻିሺ௧ሻ

√
              (10) 

Dikkat: ቀௗሺ௧ሻ
ௗ௧

ቁ
ଶ
 türev ifadesinin karesidir. Yani ቀௗሺ௧ሻ

ௗ௧
ቁ ቀௗሺ௧ሻ

ௗ௧
ቁ’dir. RC devresine ait matematiksel model 1. 

Dereceden lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir.  

b) Bir adet durum değişkeni vardır  ܸሺݐሻ  ve 

ሻݐଵሺݔ ൌ ܸሺݐሻ      olsun. 

durum denklemi, 

ௗ௫భሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ඥாሺ௧ሻି௫భሺ௧ሻ

√
                            olur. 

Bu sistem  
ௗ௫ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ ሻݐሺݔܣ  -ሻ şeklinde yazılamaz. Çünkü bu denklem karekök ifadesi nedeni ile nonݐሺݑܤ

lineerdir. Sistemin ݔଵሺݐሻ ൌ ܸ ve ܧሺݐሻ ൌ  . nokta civarında lineer modeli elde edilecektirܧ

ଵ݂ ൌ
ሻݐଵሺݔ݀
ݐ݀

ൌ
ඥܧሺݐሻ െ ሻݐଵሺݔ

݇√ܥ
 

Sırasıyla ܣ∗ ve ܤ∗ matrisleri elde edilecektir. Grafikten ݇ ൌ 2  dir. 

∗ܣ ൌ 
݀ ଵ݂

ଵݔ݀
൨
௫బభ,ாబ

ൌ
1

2√ܥ2
ቆെ

1

ඥܧሺݐሻ െ ሻݐଵሺݔ
ቇ
௫భసೇబ,ಶసಶబ

ൌ െ
1

ܧ2ඥ√ܥ2 െ ܸ

 

∗ܤ ൌ 
݀ ଵ݂

ܧ݀
൨
ாୀாబ

ൌ
1

2√ܥ2
ቆ

1

ඥܧሺݐሻ െ ሻݐଵሺݔ
ቇ
௫భసೇబ,ಶసಶబ

ൌ
1

2√ܥ2
	

1

ඥܧ െ ܸ

 

 ,matrisleri kullanılarak lineerleştirilmiş denklem vektör matris formunda ∗ܤ ve ∗ܣ
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ௗ∆௫ሺ௧ሻ

∆௧
ൌ ሻݐሺݔ∆∗ܣ  	→ ሻݐሺݑ∗ܤ ቂ

ሻݐ1ሺݔ∆݀
ݐ∆݀

ቃ ൌ െ 1
0െܸ0ܧ2ඥ√ܥ2

൨ ሻݐ1ሺݔ∆   1
2√ܥ2

	 1

ඥ0ܧെܸ0
൨  ሻݐሺܧ∆

Not:      ∆ݔଵሺݐሻ ൌ ሻݐଵሺݔ െ ܸ       ve        ∆ܧሺݐሻ ൌ ሻݐሺܧ െ  .     dırܧ

3) a) ܴሺݏሻ ൌ 0	ve		ܦሺݏሻ ് 0	için kontrol blok diyagramı aşağıda verilmiştir. 

                        

KG1(S)

G2(S)
D(S)

G3(S)

T

T

+

‐

T

‐
C(S)

E

C*

KG1

KC*G1*

(C*)G3

C=E G2

(C*)

D* C*

TT

 

b) Yukarıdaki kontrol blok diyagramından, girişin ayrık ifadesinden, E hatası ve çıkış ifadesi, 

ܧ ൌ ∗ܦ െ ሺܥܭ∗ሻܩଵ
∗ െ ሺܥ∗ሻܩଷ    ve    ܥ ൌ  .ଶ    dirܩܧ

Çıkış ifadesinde E hatası yerine yazılarak çıkış ifadesi düzenlenirse 

ܥ ൌ ሺܦ∗ െ ଵܩ∗ܥܭ
∗ െ  ଶܩଷሻܩ∗ܥ

ܥ ൌ ଶܩ∗ܦ െ ଵܩ∗ܥܭ
ଶܩ∗ െ  ଶܩଷܩ∗ܥ

 ଶ çarpımı örneklenecek ve yine çarpımın  z‐dönüşümüܩଷܩ , çarpım halindedir. Çıkış örneklendiğinde	ଶܩ	݁ݒ	ଷܩ

alınacaktır. için çıkış ifadesinin ayrık zaman ifadesi 

∗ܥ ൌ ଶܩ∗ܦ
∗ െ ଵܩ∗ܥܭ

ଶܩ∗
∗ െ  ∗ଶሻܩଷܩሺ∗ܥ

ሻݖሺܥ ൌ ଶሺܼሻܩሻݖሺܦ െ ሻݖଶሺܩሻݖଵሺܩሻݖሺܥܭ െ  ሻݖଷଶሺܩሻݖሺܥ

ሻݖሺܥ ൌ
ሺ௭ሻீమሺሻ

ଵାீభሺ௭ሻீమሺ௭ሻାீయమሺ௭ሻ
    ayrık zaman transfer fonksiyonu,   

	
ሺ௭ሻ

ሺ௭ሻ
ൌ

ீమሺሻ

ଵାீభሺ௭ሻீమሺ௭ሻାீయమሺ௭ሻ
       olarak elde edilir. 

 

 c)     T=1 sn için, 

ሻݖሺܦ ൌ ܼሼݑሺݐሻሽ ൌ ܼሼ
ଵ

௦
ሽ   ise    ܦሺݖሻ ൌ

௭

௭ିଵ
   dir. 

ଶሺܼሻܩ ൌ ܼ ൜
1

ݏ  2
ൠ ൌ ൫ݏ െ ሺെ2ሻ൯

1
ݏ  2

ݖ
ݖ െ ݁௦்

ቚ
௦ୀିଶ

ൌ
ݖ

ݖ െ ݁ିଶ்
ൌ

ݖ
ݖ െ ݁ିଶ்

ൌ
ݖ

ݖ െ 0.1353
 

ଵሺܼሻܩ ൌ ܼ ൜
1

ݏ  1
ൠ ൌ ൫ݏ െ ሺെ1ሻ൯

1
ݏ  1

ݖ
ݖ െ ݁௦்

ቚ
௦ୀିଵ

ൌ
ݖ

ݖ െ ݁ି்
ൌ

ݖ
ݖ െ ݁ି்

ൌ
ݖ

ݖ െ 0.3679
 

ଷଶሺܼሻܩ ൌ ܼ ൜10
1

ݏ  2
ൠ ൌ

ݖ10
ݖ െ 0.1353

 

 ,ሻ ifadesiݖሺܥ
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ሻݖሺܥ ൌ

ݖ
ݖ െ 1						

ݖ
ݖ െ 0.1353

1  ܭ
ݖ

ݖ െ 0.3679		
ݖ

ݖ െ 0.1353 	
ݖ10

ݖ െ 0.1353

 

ሻݖሺܥ ൌ

ݖ
ݖ െ 1						

ݖ
ݖ െ 0.1353

ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ
ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ 

ଶݖܭ
ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ 			

ݖሺ	ݖ10 െ 0.3679ሻ
ሺݖ െ 0.1353ሻሺݖ െ 0.3679ሻ

 

ሻݖሺܥ ൌ

ଶݖ

ሺݖ െ 1ሻሺݖ െ 0.1353ሻ
ଶݖ െ ݖ0.5302  0.0498
ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ 

ଶݖܭ
ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ 			

ଶݖ10 	െ ݖ3.679
ሺݖ െ 0.1353ሻሺݖ െ 0.3679ሻ

 

ሻݖሺܥ ൌ

ଶݖ

ሺݖ െ 1ሻሺݖ െ 0.1353ሻ
ሺ11  ଶݖሻܭ െ ݖ3.8981  0.0498

ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ

ൌ

ଶݖ

ሺݖ െ 1ሻሺݖ െ 0.1353ሻ
ሺ11  ଶݖሻܭ െ ݖ3.8981  0.0498

ሺݖ െ 0.3679ሻሺݖ െ 0.1353ሻ

 

ሻݖሺܥ ൌ
ݖଶሺݖ െ 0.3679ሻ

ሺݖ െ 1ሻሺሺ11  ଶݖሻܭ െ ݖ3.8981  0.0498ሻ
ൌ

ଷݖ െ ଶݖ0.3679

ሺݖ െ 1ሻሺሺ11  ଶݖሻܭ െ ݖ3.8981  0.0498ሻ
 

Elde edilir. 

ሺ∞ሻܥ ൌ lim
௧→ஶ

ሻݐሺܥ ൌ lim
௭→ଵ

ሺݖ െ 1ሻܥሺݖሻ ൌ lim
௭→ଵ

ሺݖ െ 1ሻ
ଷݖ െ ଶݖ0.3679

ሺݖ െ 1ሻሺሺ11  ଶݖሻܭ െ ݖ3.8981  0.0498ሻ
 

ൌ
1 െ 0.3679

ሺ11  ሻܭ െ 3.8981  0.04980
			→ 					 ሺ∞ሻܥ ൌ

0.6321
ሺ11  ሻܭ െ 3.8483

 

 

ሺ∞ሻܥ  0.8  olması istenmektedir. 

 

0.6321
ሺ11  ሻܭ െ 3.8483

 0.8 

0.6321	  8.8  ܭ0.8 െ 3.0786 

െ5.0893 ൏  ܭ
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4)  a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

G(s) sistem aşağıda çizilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) 

 

ሻݐሺݑ    .1 ൌ  ሻݐሺݑܭ

ሻݐሺݑ    .2 ൌ ܴܫሺݐሻ  ܮ
ௗூሺ௧ሻ

ௗ௧
 

3.     ܶሺݐሻ ൌ  ሻݐሺܫܭ

4.     ܶሺݐሻ ൌ ܬ
ௗ௪ሺ௧ሻ

ௗ௧
 ௬ܶሺݐሻ 

        ௬ܶሺݐሻ ൌ  ሻݐሺߠܮ݃݉

5.     ܶሺݐሻ ൌ ܶሺݐሻ 

ሻݐሺݓ    .6 ൌ
ௗఏሺ௧ሻ

ௗ௧
 

ሻݐሺݕ    .7 ൌ  ሻݐሺߠ௦ܭ

1.     ܷሺݏሻ ൌ ሻݏሺܷܭ

2.     ܷሺݏሻ ൌ ܴܫሺݏሻ   ሻݏሺܫܮݏ

3.     ܶሺݏሻ ൌ  ሻݏሺܫܭ

4.     ܶሺݏሻ ൌ ሻݏሺݓܬݏ  ௬ܶሺݏሻ 

        ௬ܶሺݏሻ ൌ  ሻݏሺߠܮ݃݉

5.     ܶሺݏሻ ൌ ܶሺݏሻ 

ሻݏሺݓ    .6 ൌ  ሻݏሺߠݏ

ሻݏሺݕ    .7 ൌ  ሻݏሺߠ௦ܭ

ሻݏሺܫ ൌ
ܷሺݏሻ

ܴ  ܮݏ
 

   

ሻݏሺݓ ൌ ܶሺݏሻ െ ௬ܶሺݏሻ
ܬݏ

 

      

ሻݏሺߠ ൌ
ሻݏሺݓ

ݏ
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